Erste Cech-Kohomologie und
G-Hauptfaserbiindel

Konrad Volkel, AG Garbenkohomologie
bei Prof. Soergel im Wintersemester 08/09
an der Uni Freiburg

3. November 2008

1 Vorspann: Hauptfaserbiindel

Jetzt: Klassifikation von G-Hauptfaserbiindeln durch die erste Cech-Kohomologie, auch mit
nichtabelschen Gruppen G. Im Skript steht es statt mit Hauptfaserbiindeln mit Uberlagerungen,
man kann sich dazu iiberlegen, was man in den Beweisen dndern muss. Alternativ kann man
sich iiberlegen, was man #ndern muss, um n-dimensionale K-Biindel durch die erste Cech-
Kohomologie mit Koeffizienten in der konstanten Garbe GL(n;K) zu klassifizieren.

Zu Anfang eine kurze Wiederholung der ersten Cech-Kohomologie und G-Torsoren, dazu die
Definition nichtabelscher Cech-Kohomologie.

Definition 1. Sei C eine Kategorie und X ein Objekt in C.

Die Kategorie der Objekte von C iiber X, geschrieben Cx besteht aus

den Objekten: Morphsimen p : Y — X in C mit beliebigem Y € C und

den Morphismen: Morphismen d : ¥ — Y/ inC firp : Y — X, ¢ : Y/ — X sodass das
Diagramm kommutiert:

Konkret haben wir die Kategorie Topy der topologischen Raume iiber X, die Kategorie der
Faserbiindel auf X ist eine Unterkategorie davon.

Definition 2. Sei G eine topologische Gruppe mit Verkniipfung T.
Ein G-Hauptfaserbiindel, auch genannt G-Torsor, ist
ein Faserbiindel p : F — B sodass E ein topologisch freier G-Rechtsraum ist
und p einen Homdomorphismus F G — B induziert,
d.h. der Faserraum von F' ist als G-Rechtsraum isomorph zu G.
Ein Morphismus von G-Torsoren auf X ist eine stetige G-dquivariante Abb. iiber X (1).



Definition 3. Sei p : E — X ein G-Torsor. Fiir jede Trivialisierung (ir)yey definiere fir
U,V € U eindeutig bestimmte stetige Abbildungen (vuv)vveu
oy :UNV =G
z — oy (x) durch die Gleichung

VeeUNV, feq: (ivoiy')(z,f) = (z,pvv(z) e f)
Diese ¢pyy heilen Verklebungsfunktionen der Trivialisierung (iy)uey-

Bemerkung 4. Man sieht fiir abelsches G, dass (o) eine Cech-1-Kokette ist. Wenn G nicht
abelsch ist, nennen wir alle Mengen von Abbildungen den Form (pr17) Cech-1-Koketten.

Lemma 5. Fiur U, V,W e U gilt
Vee UNV AW :ppy(z) T ovw(x) = puw ()

Fiir abelsches G gilt (dp)uyvw () = pyvw (x) —ouw (x) + puv (), also ist die Bedingung dquiva-
lent dazu, dass (puv)uveu ein Cech-1-Kozykel ist. Wenn G nicht abelsch ist, dennen wir alle
Koketten, die diese Bedingung erfillen, Cech-1-Kozykel.

Definition 6. Sei p: E — X ein G-Torsor. Seien (iy)yey und (ju)vey zwei lokale Trivialisie-
rungen von p iiber Y. Dann definiere stetige Abbildungen (Y )uey

Yy U — G
x — Yy (z) durch die Gleichung

veeU, feG: (juoig')(z.f) = (z.vu(z) e f).
Diese 1)y heifien Ubergangsfunktionen von (iy/)yey nach (jo)vey-
Bemerkung 7. Man sieht sofort, dass (1y)yey eine Cech-0-Kokette ist.

Lemma 8. In der Situation der Definition mit Verklebungsfunktionen (pu)uveu fir (iv)veu
und Verklebungsfunktionen (8u)v.veu fir (ju)veu gilt fir alle U,V € U:

VreUNV: HUv(JJ) = ¢U(1I) T QOUv(x) T (wv(x))il.

Fiir abelsches G gilt also Oyvy (x) + (d¢)uv(z) = ¢uv(z), d.h. 8 und ¢ unterscheiden sich nur
durch das Bild einer 0-Kokette, sie sind also kohomolog. Wenn G nicht abelsch ist, nennen wir
alle Kozykel, die sich nach der obigen Formel durcheinander ausdriicken lassen, kohomolog.
Dies liefert die Menge H(U; G) := Z'(U;G)/ ~, wobei ~ die Relation “kohomolog” sein soll.
Im Fulle einer abelschen Gruppe G ist das das selbe wie zuvor definiert und somit eine abelsche
Gruppe.

Definition 9. Sind p: F — X und ¢ : E — X zwei G-Torsoren mit Trivialisierungen (iy)yey
bzw. (ju)vey iiber ein- und derselben Uberdeckung U von X, so heifit ein G-Torsor-Morphismus
iiber X, d : E —5 E, trivialisierungsvertréaglich, wenn fiir alle U € U die Diagramme
kommutieren:

p'(U) ¢ 1 (U)

U Ju

UxG



2 Klassifikation durch erste Cech-Kohomologie

Lemma 10. Sei X ein top. Raum mit offener Uberdeckung U und G eine topologische Gruppe.
Dann:

{G-Torsoren auf X mit einer Trivialisierung iber U} ., — A(ZHE)
wobei ~ trivialisierungsvertrdgliche Isomorphie von G-Torsoren bedeuten soll.

Beweis. Zu einem G-Torsor p : E — X mit einer Trivialiserung (i7)yey iiber U bilden wir also
die Verklebungsfunktionen (¢uv)vveu € Z LU; G). Umgekehrt bilden wir zu einem Cech-1-
Kozykel (¢uv)u,veu einen G-Torsor ¢ : E — X:

E .= (H {U} x U x G) / ~ mit der Aquivalenzrelation
veu
VUVeUu, xeUnV, feG: (Vi f)~ Uz puv(z)ef),

wobei ¢ = ([(V,z, f)] = =) ist. Eine Trivialisierung iiber  erh#lt man als j; : ¢~ 1(U) -~ U xG,
definiert durch

juAlViz, Al |z e Uy = UG, [(Uz, f)] = (2, f).

Definiere auf E die Topologie als diejenige, die erzeugt wird durch alle offenen Mengen, die
Urbild von jy fir U € U sind. Die G-Rechtsoperation sei [(V,z, f)] @ g := [(V,z,gf)]. Es ist
klar, dass das herausteilen von G einen Hom6éomorphismus ¢ induziert.

Hat man nun einen G-Torsor p : E — X mit Trivialisierung (iy)yey, so ist der den Verkle-
bungsfunktionen (pyv)uveu zugeordnete G-Torsor ¢ : £ — X mit Trivialisierung (jr)veu
trivialisierungsvertréaglich isomorph zu p via

X
/ \
R
UT U
jgte iy
p~H(U) = g ' (U)
29 Ju
UxG

Bilde zu (opy) € Z'(U;G) den G-Torsor ¢ : E — X mit Trivialisierung (ji/)rey. Dann sind
die Verklebungsfunktionen (8yv )y, ey von ¢ beziiglich j erklért durch die Gleichung:

VeeUNV, feG: (juojy,' )z f)=(z,0pv(z)ef)

(o o jy )z, £) = ju((Voz, ))]) = ju((U,z, puv (@) o f)]) = (z,0vv(z) ® f)

und wenn man einen zu ¢ trivialisierungsvertriaglich isomorphen G-Torsor betrachtet, so hat
dieser die gleichen Verklebungsfunktionen. O



Lemma 11. Sei X ein top. Raum mit offener Uberdeckung U und G eine topologische Gruppe.
Dann:

{G-Torsoren auf X, die dber U trivialisierbar sind},. — HYU;G)

wobei ~ Isomorphie von Uberlagerungen bedeuten soll.

Beweis. Wihle auf einem {iber U trivialisierbaren G-Torsor p : E — X eine Trivialisie-
rung (iy)yey iiber . Dann gibt es nach vorangegangenem Lemma 10 einen Cech-1-Kozykel
(puv) € Z'(U; G). Wihlt man eine andere Trivialisierung (jir)yey iiber U, so hat man einen
anderen Cech-1-Kozykel (fy/), allerdings lassen sich die Verklebungsfunktionen mittels Uber-
gangsfunktionen durch einander ausdriicken, das heiffit gerade, dass die entsprechenden Kozykel
kohomolog sind.

Umgekehrt withlt man zu einer Kohomologieklasse [prv] € H'(U; G) einen Reprisentanten
(ouv) € ZYU; @), bildet den zugehérigen G-Torsor mit Trivialisierung iiber & und vergisst die
Trivialisierung.

So bekommt man zu einem G-Torsor eine Kohomologieklasse, die wiederum eindeutig eine
Klasse von G-Torsoren mit gewahlter Trivialisierung bestimmt. Diese Trivialisierungen sind
aber alle kohomolog, somit die verschiedenen G-Torsoren isomorph. Andersherum bekommt
man zu jeder Kohomologieklasse eine Klasse von G-Torsoren, die alle zueinander kohomologe
Verklebungsfunktionen haben, das ist genau die Klasse, von der ausgegangen wurde. O

Bemerkung 12. Die Konstruktion eines direkten Limes eines gerichteten Systems funk-
tioniert wie folgt: Sei das folgende Bildchen ein Ausschnitt eines gerichteten Systems G von
Objekten irgendeiner Kategorie C:

A B C
Der Ausschnitt konnte auch so aussehen:

D—s>F——>---

A/B\C’
%

Dann heifit ein Objekt Z € C zusammen mit lauter Morphismen aus den Objekten des gerich-
teten Systems G

A B C

e

Z

direkter Limes lim G, wenn es fiir jedes weitere Z’ mit dieser Eigenschaft einen eindeutigen
Morphismus Z — Z’ gibt.



Bemerkung 13. In unserem konkreten Fall haben wir ein gerichtetes System
{U CP(X) | U gesittigte offene Uberdeckung von X sodass p : F — X trivialisierbar iiber U},

mit der Teilmengeninklusion. Dann betrachten wir fiir jedes &/ darin einmal die Menge der G-
Torsoren uaf X, die iiber U trivialisierbar sind und andererseits die abelsche Gruppe C4(U; F)
fiir eine fest gewihlte Prigarbe F (oder die Menge C'(U;G) fiir eine nichtabelsche Gruppe
G). Diese sind wiederum gerichtet, denn ein iiber einer Uberdeckung trivialiserbarer G-Torsor
ist auch auf jeder feineren Uberdeckung trivialisierbar, andererseits haben wir fiir V C U eine
Abbildung von Koketten (Projektion auf ein kleineres Produkt), die sich letzlich auf die Cech-
Kohomologie fortsetzt:

cu;F) = [[ F(ol) - JI Foh)=C9v;F)

oceyatl oeyatl

So bekommt man auch ein gerichtetes System von den Cech-Kohomologiegruppen:

HIV; F) — HYU; F)
Dann definiert man beziiglich dieses gerichteten Systems:

HY(X;F):=im{HYU;F) | U gesittigte offene Uberdeckung von X}

Je feiner die Uberdeckungen U sind, desto #hnlicher ist H9(U; F) dem direkten Limes.
Satz 14. Sei X ein top. Raum und G eine topologische Gruppe. Dann:

{G-Torsoren auf X}, — HY(X;G)
wobei ~ Isomorphie von G-Torsoren bedeuten soll.

Beweis. Aus dem vorangegangenen Lemma 11 haben wir Dbijektive Abbildungen,
fir jede Uberdeckung U, insbesondere fiir jede gesittigte Uberdeckung. Damit ha-
ben wir nach der universellen Eigenschaft des direkten Limes (12) auch den ge-
wiinschten Isomorphismus, wenn denn {G-Torsoren auf X} J~ der direkte Limes von
{G-Torsoren auf X, die iiber U trivialisierbar sind} Jo iiber alle gesittigten Uberdeckun-
gen ist. O

3 Isomorphie von erster singulirer und Cech-Kohomologie

Satz 15. Sei X € Top zusammenhdingend und lokal einfach zusammenhdngend, G € AbGrp
diskrete abelsche Gruppe. Dann ist

smE(X G) I:II(X; G)
Hom(H;(X), G) {G-Torsoren auf X}/:

| |

Grp(m1 (X, ), G) = {m1(X, ®)-Mengen mit f.t. G-Rechtsop.}

und das hdngt nicht vom Basispunkt x € X ab.

Beweis. Die Pfeile sind in Reihenfolge des “U”s, oben links angefangen, das universelle Koeffizi-
ententheorem, der Satz von Hurewicz, ein zuvor bewiesenes Lemma (28), der Faserfunktor (17)
und der vorangegangene Satz 14. O



4 Anhang

4.1 Topologie

Definition 16. Eine Gruppe G operiert topologisch frei (oder eigentlich diskontinuierlich)
auf einem topologischen Raum X, wenn es zu jedem Punkt xg € X eine Umgebung U gibt,
sodass x € U und U N gU # () fiir ein g € G bedeutet, dass g = e ist.

Satz 17. Sei X € Top mit universeller Uberlagerung p : X — X und zg € X. Dann gibt es einen
kovarianten Faserfunktor F' : Ubyx — 71(X, z0)-Ens, der jeder Uberlagerung f : Y — X die
Faser p~1(xq) zuordnet und jedem Morphismus o : f — g die (X, 2q)-dquivariante Abbildung
@ f"Nxo) — g '(xo). Dieser Funktor ist eine Aquivalenz von Kategorien. Darunter ent-
sprechen zusammenhingende Uberlagerungen den Mengen mit transitiver w1 (X, xq)-Operation
und so sind zusammenhdingende Uberlagerungen bijektiv abbildbar auf Konjugationsklassen von
Untergruppen in w1 (X, xg).

4.2 Faserbiindel

Definition 18. Ein Faserbiindel ist eine stetige Abbildung p : £ — B von topologischen
Réumen E,B € Top, die lokal trivialisierbar ist, d.h. es gibt einen topologischen Raum
F € Top, genannt Faserraum, sodass fiir jeden Punkt xqg € B eine Umgebung U existiert,
sodass es einen Homdomorphismus ¢y gibt, der das Diagramm zum kommutieren bringt:

pyHU) >U X F

p )
proji

U

Faserbiindel werden auch ' — E — B notiert.

Eine Uberdeckung U von B, bei der alle Mengen U € U das Diagramm oben erfiillen, heifit
lokal trivialisierende Uberdeckung. Solch ein I zusammen mit einer Familie 2 := (or)vey,
die das Diagramm erfiillen, heifit Biindelatlas, die ¢y € 2 heiflen Biindelkarten.

Satz 19. Jedes Fuaserbiindel, dass lokaler Homdomorphismus ist oder diskrete Faser hat, ist
eine Uberlagerung. Umgekehrt sind n-blittrige Uberlagerungen Faserbiindel mit diskreter Faser
F={1,..n}

Im Allgemeinen ist die Faser eines Faserbiindels allerdings nicht diskret.

Satz 20. Faserbiindel sind Faserungen, also sind auch Uberlagerungen Faserungen.
Im Allgemeinen ist eine Faserung aber nicht lokal trivialisierbar, also kein Faserbiindel.

Definition 21. Fiir je zwei topologische Rdume B, F' € Top heifit die Projektion auf den ersten
Faktor B x ' — B das triviale Biindel.

4.3 Pragarben

Definition 22. Sei X € Top, und C eine Kategorie. Eine Prigarbe F auf X mit Werten in
C ist ein kontravarianter Funktor F : Ouv(X) — C. Die Kategorie dieser Prigarben ist die
Funktorkategorie CO"(X)° also sind Morphismen von Priigarben natiirliche Transformationen.



Eine Pragarbe mit Werten in Ab, der Kategorie abelscher Gruppen, heifit abelsche Prigarbe.

U—L F(U) 5 s
j |ot I
1% —f>f(V) > S|\v

Beispiel 23. Sei X € Top. Fiir U € Ouv(X) setze F(U) := Top(U,R). Dann gibt es fiir VC U
und fiir jedes f € Top(U,R) die Einschrinkung f; € Top(V,R), also ist dies eine Priigarbe, die
Prigarbe der reellwertigen stetigen Funktionen auf X.

Das Beispiel funktioniert auch mit C und H, allgemein mit jeder topologischen Gruppe G:
Man notiert dann die Prigarbe der G-wertigen stetigen Funktionen auf X auch mit
Ca,x. Ist G mit der diskreten Topologie versehen, so notiert man diese Prégarbe der lokal
konstanten G-wertigen Funktionen mit Gx. Man hat z.B. Morphismen von Prigarben

Zx — Rx — Cr x
Beispiel 24. Fiir X € Top, x € X, A € Grp definiere

A fallsxeU
A(m)(U) = {0

sonst

diese Priagarbe heifit Wolkenkratzer bei z mit Faser A.

4.4 Abelsche Cech-Kohomologie

Definition 25. Sei X € Top und U eine offene Uberdeckung von X.

Ein ¢-Simplex o von U ist ein geordnetes g + 1-Tupel von U-Mengen mit gemeinsamen
nichtleeren Schnitt, in Formeln o = (Uy, ..., Ug) mit U; € U und ({_, U; # 0. Die Schnittmenge
lo| := N7, Ui heifit Tréger von o.

Der j-te partielle Rand 0; o von o ist definiert als (¢ —1)-Simplex (Uy, .., Uj—1,Ujt1, .., Uy).
Der Rand 0o von o ist definiert als die alternierende Summe der partiellen Rénder:

q

0o = Z(—l)j Ojo

Jj=0

Definition 26. Sei X € Top, U offene Uberdeckung von X und F eine abelsche Priigarbe auf
X. Eine ¢g-Kokette von U mit Koeffizienten in F ist eine Abbildung, die jedem ¢-Simplex o ein
Element von F(|o|) zuordnet. Die Menge aller g-Koketten von U mit Koeffizienten in F wird
C%(U; F) notiert. Dies ist mit punktweiser Addition eine abelsche Gruppe:

cu; F)= 11 F(oh
ocey1tl
Die Kokettengruppen bilden einen Kokettenkomplex C* (U, F) mit dem Codifferential
8q: CUU, F) — CIT U, F)

q+1

(84w)(0) == > (=1 p 2 "l (0; 0).

J=0



Die Cech-Kozykel Z(U; F) := Ker(J,) und Cech-Korénder BY(U, F) := Im(J,_;) erfiillen
die Beziehung BY C Z9, denn 62 = 0 (Komplexeigenschaft). Fiir ¢ < 0 setze C4(U, F) := 0.
Die Cech-Kohomologie von U mit Werten in F ist definiert als

HYU,F) :=HUC*U,F),d) = 29U, F)/BIU; F).

Die Uberlagerungen von X sind eine gerichtete Menge unter Verfeinerung. Daher ist das System
von abelschen Gruppen {H%(U; F) | U offene Uberdeckung von X} auch gerichtet. Die Cech-
Kohomologie von X mit Werten in F ist definiert als direkter Limes dieses gerichteten Sys-
tems, in Formeln

HYX;F) :=lim HY(U; F).

4.5 Auf Nachfrage verfiigbares

Satz 27. FEine Abbildung f : X — Y won topolgischen Riumen X,Y € Top ist genau dann
stetig, wenn sie stetig fir alle Mengen U € U einer offenen Uberdeckung U ist. Also erhdlt man
fiir eine abelsche topologische Gruppe G € AbTopGrp einen Isomorphismus

Top(X,G) = HY(X;Gx)

Lemma 28. Sei X € Top zusammenhdngend und lokal einfach zusammenhdingend, G € AbGrp
diskrete abelsche Gruppe. Dann ist

Grp(m1 (X, 7),G) — {m1(X, x)-Mengen mit freier transitiver G-Rechtsoperation} ..
Bemerkung 29. Jeder Morphismus von G-Torsoren ist schon ein Isomorphismus!
Satz 30.

{n-dim. K-Biindel auf X}/ — HY(X;CGL(n; K)).

Beweis. Ordne jedem GL(n;K)-Torsor p : E — X das K-Biindel (£ x K"),qrmx) — X zu,
dies ist analog zur Situation von n-blittrigen Uberlagerungen ein Isomorphismus. O
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