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Situation Wir haben einen (A4, B)-Modul (M,T") und méchten diesem eine Dimension zuwei-
sen. Dazu messen wir das Wachstum der Filtrierung. Um das dann tatséchlich auszurechnen,
definieren wir einen Dimensionsbegriff fiir graduierte Moduln iiber graduierten K-Algebren und
benutzen den assoziierten graduierten Modul um diesen Begriff zu transportieren.

Die Gelfand-Kirillov-Dimension eines Moduls

Definition 1. Seien fi, ..., f; endlich viele Erzeuger von A, als K-Algebra und V := K{{f;})
der davon erzeugte K-Vektorraum. Setze Uy := K und U; := V*, das ist eine Filtrierung von
A, mit dimg U; < oo. Fiir V = Bj ist dies genau die Bernsteinfiltrierung. Sei M ein endlich
erzeugter Ap,-Linksmodul mit einer guten Filtrierung I' beziiglich B, ohne Einschrinkung M
endlich erzeugt iiber I'g. Setze Qi := Uy und

(M, V) :=inf{r e R | dimg Qs < s” fiir s > 0} (Gelfand-Kirillov-Dimension)

1 Existenz des Hilbertpolynoms

Sei M = 691‘20 M; ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber dem Ring K{z1,..,z,]. Wir
wollen zeigen:

Satz. Betrachte die Funktion n — dimg M, sowie die Reithe dartiber n — Z?:o dimg M;. Dann
gibt es Polynome in Qlt], die fir n > 0 mit diesen Funktionen tbereinstimmen.

1.1 Diskrete Mathematik
Definition 2. Ein Polynom f € Q[t] heift numerisch, wenn fiir alle ¢ > 0 stets f(t) € Z ist.

Definition 3. Der Differenzenoperator A : Q[t| — Q[t] ist definiert als
(Af)@) = flt+1) = f(t)
Bemerkung 1. Fur f:7Z — 7Z ist Ay (Zfzfoo f@) =ft+1)

Lemma 1.

NGEIEN)



2. Sei p € Q[t] numerisches Polynom, dann ezistieren cy, .., cx € 7 sodass

k
t
p(t) = Z Ch_i <Z> (Binomialdarstellung)
i=0

und damit Vz € 7 : p(z) € Z.

3. Sei f : Z — Z eine Abbildung. Wenn es ein numerisches Polynom q € Q[t] gibt, sodass
fir alle z > 0 stets (Af)(z) = q(z) gilt, dann existiert auch ein numerisches Polynom
p € Qlt], sodass fiir alle z>> 0 stets f(z) = p(z) gilt (Stammpolynom).

Beweis.
Loa(n) = () - ()

B t(t + 1) B t! i+ ) —HE+1-7)
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2. Induktion iiber den Grad: Induktionsanfang p konstant, also p(z) = ¢y € Q ist klar, denn
damit p numerisch ist, muss fiir grofle z ja p(z) € Z, also ¢y € Z sein. Sei also p von Grad
k> 0.

Der Leitterm von (!) ist ¢"/r!, wir konnen also p(t) = Zf:o a;t* umschreiben zu p(t) =

Zf:o Ch—i (:) - indem wir ¢ := rla; setzen usw. Jetzt wollen wir sehen, dass die ¢; € Z

liegen. Wir kénnen Ap nach (1) schreiben als

Ap(t) = gcki <z f 1>

und nach Induktionsvorraussetzung sind cj_1, ...,co € Z, denn Ap hat Grad k — 1. Damit
ist p(t) — ¢x ein Polynom mit ganzzahligen Werten. Da p numerisch ist, ist fiir groes z ja
p(2) € Z, also mit p(z) — ¢, € Z auch ¢, € Z.

3. Wir finden nach (2) fiir das Polynom ¢ ganze Zahlen cy, ..., ¢ € Z sodass

alt) = ik <t>

Wir definieren ein Polynom @ mit AQ = ¢:

0= a(,1})

=0

Fiir z > 0 gilt nun A(f — Q)(2) =0, also ist f — @ fiir groe n konstant eine ganze Zahl,
wir nennen sie cg11. Setze nun p(t) := Q(t) + cx1 und es gilt fiir z > 0 stets f(z) = p(2).
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1.2 Beweis

Satz 1. Sei M endlich erzeugter graduierter Modul tiber K[x1,...,x,]. Dann gibt es ein nume-
risches Polynom x € Q[t] sodass x(t) = S.r_, dimg (M;) fir t > 0 (Hilbertpolynom.).

Beweis. Induktion iiber die Anzahl der Variablen n. Fiir n = 0 ist M ein endlich erzeugter K-
Vektorraum und damit S°%_ dimg M; konstant fiir ¢ 3> 0, setze also x(t) :=~2, dimg M; =
dimg M. Sei nun n > 0 und die Behauptung gelte fiir n — 1 Variablen. Sei ; : M; — M;41
die Multiplikation mit z,,, also ¢; : m — x,m. ¢; ist K-linear, Ker(p;—1) = {m € M | x,m =
0} = Ann(x,, M;—1) und Coker(y;) = M;/z,m,_,- Das liefert eine exakte Sequenz von K-
Vektorrdumen:

Ker(pi—1) — M;_4 L1, M; — Coker(¢p;).

Setze Q := ;> Ker(pi-1) und L := P, Coker(y;), dann erhalten wir eine exakte Sequenz
von K[X]-Moduln:

Q—MZE M- L.

Nun ist aber z,Q = 0 und z,L = 0, also sind @, L schon endlich erzeugte K[x1,...,Z,_1]-
Moduln, nach Induktionsvorraussetzung existieren also numerische Polynome xg, xr € Q]
mit

t ¢
xo(t) = ZdimK Qi und xr(t) = ZdimK L; fir ¢t > 0.
=0 i=1

Additivitdt von dimg (—) liefert
dimg Q;_1 — dimg M;_1 + dimg M; — dimg L; = 0,
summieren wir auf, wird das nach Lemma 1 zu:

xQ(i —1) = xr(i) = (Aixm) (i = 1). O

2 Dimension und Multiplizitat

Definition 4. Sei (M,T") ein endlich erzeugter (A,,, B)-Linksmodul und T eine gute Filtrierung
von M (siehe Def. 9 und Def. 7). Sei x(¢,T, M) das Hilbertpolynom von gr' M iiber S,,. Dieses
nennen wir auch das Hilbertpolynom von M beziiglich I'. Dann gilt nach Satz 1 fiir ¢ > 0:

¢
X(t,T, M) = dimg(Ty/Ti_1) = dimg(T})
i=0
Wir nennen den Grad von x(t,I', M) die Dimension d := d(M) := degx von M. Wenn
wir den Koeffizient von ' mit a; bezeichnen, so ist ag der Leitkoeffizient von x(¢,I", M). Wir

nennen m(M) := dlay die Multiplizitdt von M. Die Dimension ist eine natiirliche Zahl und
die Multiplizitéit aufgrund der Binomialdarstellung von x(¢,T", M) auch.

Lemma 2. Die Definition der Dimension und Multiplizitit hdngt nicht von der gewdhlten guten
Filtrierung I' ab.



Beweis. Seien I' und 2 zwei gute Filtrierungen von M beziiglich B. Dann gibt es (nach Propo-
sition 1) k € N sodass

Qjr ST C Qe
Fiir die Dimensionen folgt
dimg Q;_j < dimg I'; < dimg Qg
und mit Satz 1 schliellich
x(G—k,QM)<x(,I,M)<x(y+k QM) fir j > 0.

Damit haben x(¢,I', M) und x(¢,€Q, M) das gleiche Verhalten fiir £ — co. Da dieses Verhalten
nur vom Leitterm abhéngt, sind Grad und Leitkoeffizient der beiden Polynome gleich. O

Lemma 3. Sei M ein endlich erzeugter A, -Linksmodul mit einer guten Filtrierung I' beztiglich
B. Dann ist 6(M, B1) = d(M), d.h. der Leitterm des Hilbertpolynoms ist die kleinste polynomi-
elle Schranke fiir das Wachstum der Bernsteinfiltrierung.

Beweis. Es ist 6(M, B;) = inf{v € R | dimgI's < s” fiir s > 0}. dimg I's = x(s,I', M) fiir
s> 0, also ist dimg I’y beschrinkt durch s?™) nicht jedoch durch gdM)—1, ]

Beispiel 1. Betrachte M = A,, als Linksmodul iiber sich selbst. Dann ist die Bernsteinfiltrie-
rung B gut und wir wollen x(¢, B, A,) ausrechnen. Dazu brauchen wir nach Definition 4 die
Dimension von By, es ist aber B, = ({z*9° | |a| + |8] < t}) als K-Vektorraum, daher ist
x(t, B, A,) = dimg (By) = (t”;Z") Als Polynom in t hat x somit Grad 2n und Leitkoeffizient
1/(2n)!. Damit ist die Dimension d(A,;) = 2n und die Multiplizitit m(A,) = 1.

Beispiel 2. Der A,-Linksmodul K[X] = K]Jzi1,...,x,] ist filtriert iber den Grad: I's :=
Do{f € K[X]| degf = s} = {f € K[X]| degf < s}. Diese Filtrierung ist mit B ver-
traglich und sogar gut, denn B; enthilt alle Polynome von Grad < i und damit ist B;I'y = |
Die Dimension von I'y ist dimg I's = ("Zs), das ist ein Polynom von Grad n in ¢ und hat den

Leitkoeffizient 1/n!. Also ist d(K[X]) = n und m(K[X]) = 1.

3 Invarianz unter Twisten

Lemma 4. Sei M ein endlich erzeugter A,-Linksmodul. Bezeichne Mg den mit der Fourier-
transformation getwisteten Modul, so haben M und Mz gleiche Dimension und Multiplizitdt.

Beweis. Die Fouriertransformation erhélt die Bernsteinfiltrierung, d.h. F(B;) = B;.

Seien 71, ...,y Erzeuger von M und Ty := ({1,71,...,7}) der davon und von 1 erzeugte Vek-
torraum. Setze 'y, := Bl'g, das liefert eine gute Filtrierung von M beziiglich B. Mz wird auch
von [y erzeugt und , := By ex 'y liefert eine gute Filtrierung von M. Da die Fouriertransfor-
mation die Bernsteinfiltrierung erhélt ist I'y = i und schliesslich haben M und Mgz dasselbe
Hilbertpolynom. O

Wenn wir mit einem Automorphismus twisten, der die Bernsteinfiltrierung nicht erhélt, haben
wir auch nicht das gleiche Hilbertpolynom, dann wird es etwas schwieriger. Wir erinnern uns
an die Gelfand-Kirillov-Dimension.



Lemma 5. Fiir jeden endlichdimensionalen K-Vektorraum V , dessen Basis A, als K-Algebra
erzeugt, ist Uy := K, U; := V" eine Filtrierung von A,, mit dimg U; < oo und fiir jeden endlich
erzeugten (Ay, B)-Linksmodul (M,I') mit I' gut und Qy := ULy ist

6(M,V) =inf{r € R | dimg Qs < s” fir s > 0} = d(M).

Beweis. dimgV < co = Ir € N: V C B,, also U, = V¥ C B,j, damit Q, = UpI'y C
Byxl'o C Ty und so dimg Qp < dimg Iy, also auch 6(M,V) < §(M, By). Analog 3’ € N :
By C V¥ also 6(M,V) > 6(M, By). Zusammen mit §(M, By) = d(M) ergibt sich §(M,V) =
d(M). 0

Korollar 1. Sei M ein endlich erzeugter A,-Linksmodul und o € Aut(A,). Dann ist die
Dimension invariant unter Twisten: d(M) = d(M,).

Beweis. Setze V := o(By), das ist ein K-Vektorraum dessen Basis A,, erzeugt. Mit einer guten
Filtrierung Ty, := Bl'g und Qy := By, e, I'g = o(Bx)Ip folgt mit Lemma 5:

d(M,) = §(M,, By) = 6(M,V) = d(M). 0

4 Eigenschaften

Satz 2. Sei M ein endlich erzeugter A,-Linksmodul und N < M ein Untermodul. Dann gilt:
1. d(M) = max{d(N), d(M/N)}.
2. Wenn d(N) =d(M/N), dann ist m(M) = m(N) + m(M/N).

Beweis.

1. Da M endlich erzeugt ist, gibt es eine gute Filtrierung I'. Seien IV und T die guten
Filtrierungen von N und M/N, die durch I' induziert werden. Wir haben eine kurze
exakte Sequenz von Vektorrdumen

0 — T}/Tjq = Tx/Th1 — Ty /Ty — 0
und damit ist

dim g Fk:/Fk—l = dimg F;c/riz—l + dimpg F%/FZ—l'
Aufsummieren liefert fiir s > 0:

x(s,T, M) = x(s,I", N) + x(s,I'"/, M/N).

Diese Gleichheit von Polynomen liefert iiber die Grade der Polynome d(M) <
max{d(N),d(M/N)}. Da die Leitkoeflizienten nicht negativ sind, kénnen sie sich nicht
ausloschen und wir haben sogar Gleichheit.

2. Wenn d(N) = d(M/N), so haben die Polynome alle denselben Grad d(M ) und wir erhalten
die Gleichung iiber die Multiplizitdten iiber die Leitkoeffizienten.

d

Korollar 2. Seien M, .., M endlich erzeugte A, -Linksmoduln und M = @ M; ihre direkte
Summe. Dann:



1. d(M) = max{d(M;) | i € {1,..,k}}.
2. Wenn d(M) = d(M;) fir eini € {1,..,k}, dann ist m(M) = Zle m(M;).

Beweis. Induktion iiber £ mit Anwenden von Satz 2 auf den Untermodul M, < M; & --- &
M. O

Korollar 3. Sei M ein endlich erzeugter A, -Linksmodul. Dann ist d(M) < 2n.

Beweis. Sei M von r Elementen erzeugt. Das heifit, dass es einen Epimorphismus ¢ : A} —
M gibt. Der Kern Ker ¢ ist ein Untermodul von A} und damit folgt aus Satz 2 d(A]) =
max{d(M), d(Ker )}. Aus Korollar 2 wissen wir d(A}) = 2n, damit folgt die Behauptung. [

Korollar 4. Sei I < A,, ein Linksideal, I # 0. Dann ist d(A,/I) < 2n — 1.

Beweis. Fiir ein zyklisches Ideal I = A,d, 0 # d € I kann nicht d(A,/A,d) = 2n sein, denn
dann wére m(A,) = m(Ay,) + m(And), was ein Widerspruch dazu ist, dass alle Multiplizitdten
grofer 0 sind.

Fiir ein beliebiges Ideal I betrachten wir fiir ein 0 # d € I den Untermodul I/A,d von
Ay /And, dessen Quotient nach dem noetherschen Isomorphiesatz gerade A, /I ist. Dann hat
Ay, /I Dimension hochstens so grof§ wie A, /A,d, somit gilt die Behauptung. O

5 Die Bernsteinsche Ungleichung

Lemma 6. Sei (M,T) ein endlich erzeugter (A, B)-Linksmodul. Wenn T'g # 0 ist, so ist die
K-lineare Abbildung

¢ : B; = Homg (I';, T'y;), a— (u— au)
injektiv.
Beweis. Fiir Ker ¢ = 0 geniigt es zu zeigen, dass fiir 0 # a € B; stets al'; # 0. Induktion iiber
i: Fiir ¢ = 0 ist Bg = K und I’y # 0 nach Voraussetzung, also Va € K* : al'g # 0.
Sei nun i > 0: Angenommen, 0 # a € B; und al'; = 0, dann a ¢ K und in kanonischer Form
hat a einen Term cz®d” mit ¢ € K* und |a| + |8 > 0. Angenommen 3k € {1,....,n} : oy, # 0,
dann betrachte [a,0x] € B;_1, das hat in kanonischer Form einen Summanden a;cx®™ ¢ a8,

Nach Induktionsvorraussetzung ist mit 0 # [a,dx| € B;—1 auch [a, 0|T;—1 # 0. Wegen al'; = 0
und 6k FZ’,1 - FZ gﬂt

[a, Q]Fi,l C agfi,l C al'; = 0. Widerspruch!

Analog zeigt man den Fall 55 # 0.

Sei nun 0 # b € B;_1, dann ist nach Induktionsvoraussetzung bI';_1 # 0. Sei 0 # a € B;.
Wenn al'; = 0, so ist @ 2 K, damit hat a in kanonischer Form einen Term cz® 9% mit ¢ € K*
und |a| + |G| > 0. Angenommen, es gibt ein i mit oy # 0, dann ist a;cz® % 9” ein Summand in
der kanonischen Form von [a, d;]. Also ist 0 # [a, d;] € B;—1. Mit aI'; = 0 folgt

[a,0;]Ti—1 C adil’i—q.

Allerdings ist 9;I';—1 € I'; und somit [a,0;]T';—1 = 0 entgegen der Induktionsvoraussetzung.
Analog kann man annehmen, dass es ein ¢ mit 3; # 0 gibt. O



Satz 3 (Bernstein '72). Sei M ein endlich erzeugter Ay, -Linksmodul, M # 0. Dann ist d(M) >
n.

Beweis. SeiT'g ein Vektorraum, dessen Basis aus Erzeugern von M besteht und 'y, := By (das
ist wieder eine gute Filtrierung). Sei x(¢) := x(¢,T", M) das Hilbertpolynom von M beziiglich T.
Nach Lemma 6 gilt

dimK BZ S dimK HOHIK(Fi, 1—‘2@) = dimK Fz . dimK ]_—‘22'.
Fiir 4 > 0 ist also dimg B; < x(i)x(2¢). Andererseits ist dimg B; = (”gin) ein Polynom von
Grad 2n. Also muss x(7)x(2¢) als Polynom in ¢ mindestens von Grad 2n sein. Der Grad von
x(1)x(27) ist aber gerade 2d(M), also ist d(M) > n. O

Bemerkung 2. Die Ungleichungen, die wir fiir die Dimension eines A,-Moduls haben, sind scharf:
d(Ay) = 2n und d(K[X]) = n. Es gibt sogar fiir jedes k € {n,n+1,...,2n — 1,2n} A,-Moduln
mit Dimension k. Die Moduln von minimaler Dimension heiflen holonome Moduln.



6 Anhang

6.1 Filtrierte Ringe und filtrierte Moduln

Ringe und Algebren sind in diesem Abschnitt stets mit 1, aber nicht notwendig kommutativ zu verstehen.
Mit Moduln sind auch stets Linksmoduln gemeint.

Definition 5. Eine R-Algebra S, die Vereinigung einer Aufsteigenden Kette So C--- C S; C S;41 C---
von R-Moduln ist, S = (J;5, 5, sodass die Multiplikation in S fiir s; € S;, s; € S; die Bedingung
5;85 € Siy; und 1 € Sy erfiillt, heifit filtrierte R-Algebra. Fiir R = 7Z spricht man von einem filtrierten
Ring. Zu einer R-Algebra kann es mehrere Filtrierungen geben.

Jede graduierte Algebra ist trivialerweise filtriert.

Zu jeder R-Algebra S mit Filtrierung I' (also S = (J;~,I'; usw.) definiert man die assoziierte gra-
duierte R-Algebra gr’ S :=@,.,Ii/r, ,. Esist (gr' S)g = I'y und alle Bedingungen fiir eine positive
Z-Graduierung sind erfiillt. a

Definition 6. Sei S eine R-Algebra mit Filtrierung I' und M ein S-Modul. Unter einer mit I" vertrig-
lichen Filtrierung von M versteht man R-Moduln M; mit My C M; C --- C M; C M;11 C -+ und
M = Ui>0 M;, sodass 1 € My und I'y M; C M, und M {iber My ein endlich erzeugter R-Modul ist.
Zu jedem S-Modul M mit einer Filtrierung O, die mit einer Filtrierung I" von S vertréiglich ist, definiert
man den assoziierten graduierten gr’ S-Modul gr® M := @D,>¢ Oi/o,_,- Aufgrund der geforderten

Vertriiglichkeit ist das tatsichlich ein (gr!” S)-Modul.

6.2 Filtrierungen von A,-Moduln
Definition 7. A, ist eine filtrierte K-Algebra mit der Bernsteinfiltrierung B5:
By :={D € A, | degD < k}.

Jedes By ist ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis {z® 8° | |a| 4 |8] < k}. Insbesondere ist
B() = K und Bl = <{17 L1yeeyLp, 81, eey 8n}>

Definition 8. Die zu A,, mit Bernsteinfiltrierung B assoziierte graduierte K-Algebra bezeichnen wir mit
S, = gr® A,,. Diese K-Algebra ist isomorph zu K[y, ..., Y2n].
( ] Theorem 7.3.1).

Definition 9. Sei S eine R-Algebra. Sei M ein S-Modul, T' eine Filtrierung von S und © eine mit I"
vertrigliche Filtrierung von M. Dann heiit © gute Filtrierung, wenn gr® M endlich erzeugt iiber gr’ S
ist.

Ein A,, Modul mit einer Filtrierung ©, die mir B vertriglich ist, ist also gut, wenn gr® M endlich
erzeugt iiber S, ist.

Proposition 1. Sei M ein A, -Modul und I' und Q zwei Filtrierungen von M beziglich B. Wenn beide
Filtrierungen gut sind, so gibt es ein k € N, sodass

Qi €T C Qg
( | Proposition 8.3.2)

Korollar 5. Sei M ein A, -Modul und T eine gute Filtrierung beziglich der Bernsteinfiltrierung B. Dann
ist Q1= BiLo auch eine gute Filtrierung von M beziiglich B.
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